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Berechnung des Durchganges schneller Elektronen durch Materie
durch eine Kombination von analytischen und stochastischen Methoden

Von GUNTHER MEISSNER *

Laboratorium fiir Technische Physik der Technischen Hochschule Miinchen **
(Z. Naturforschg. 19 a, 269—283 [1964] ; eingegangen am 16. November 1963)

Um den Durchgang schneller Elektronen durch Materie unter dem Einflul von Couroms-Streuung,
Anregung und Ionisation zu berechnen, wurde ein aus analytischen und stochastischen Losungs-
methoden kombiniertes Monte-Carlo-Verfahren entwickelt. Grole Energie- und Impulsinderungen
der Elektronen wurden stochastisch, kleine Anderungen analytisch behandelt. Fiir senkrecht auf
Aluminiumfolien auffallende monoenergetische Elektronen von 2 m ¢ wurden die folgenden Be-
rechnungen auf der IBM-7090 durchgefiihrt und mit dem Experiment verglichen: die Energie-
verteilungen nach Transmission von 157,5 mg/cm? und 210 mg/cm? dicken Schichten, die Dosisvertei-
lungen als Funktion der Eindringtiefe in Folien von 210 mg/cm?, 420 mg/cm? sowie im halbunend-
lich ausgedehnten Medium und schlieBlich die Transmissions- und Reflexionskoeffizienten zu den

entsprechenden Dicken.

Der Transport schneller Elektronen durch Materie,
der fiir eine Vielzahl physikalischer und auch bio-
logischer Fragen von Bedeutung ist, wird im 1 MeV-
Bereich durch die Vielfachstreuung (multiple scatter-
ing) im Couroms-Feld der Absorberatome und durch
die statistischen Schwankungen der Energieverluste
(straggling) bei lonisations- und Anregungsstofen
charakterisiert; wenn die entsprechenden Wirkungs-
querschnitte bekannt sind, 148t er sich durch eine
Bovrzmannsche Transportgleichung beschreiben. Bei
deren Losung stofit man im allgemeinen Fall aller-
dings auf zwei nicht unerhebliche Schwierigkeiten:
a) die Beriicksichtigung der Grofwinkelstofle, d. h.
grofle Anderungen von Impuls oder Energie, b) die
Beriicksichtigung von Randbedingungen fiir be-
grenzte Streumedien.

In Absorberfolien, die dinn im Vergleich zur
mittleren Reichweite der einfallenden Elektronen
sind, kann man Vielfachstreuung und Energieverlust
in guter Naherung getrennt und daher analytisch
behandeln. Die berechneten Winkelverteilungen 173
und Energieverteilungen ~7 stehen in befriedigen-
der Ubereinstimmung mit dem Experiment.

Fir dicke Absorberfolien oder komplizierte Geo-
metrien, d.h. immer dann, wenn die komplizierte
Winkel- und Energieabhéngigkeit des Stoprozesses
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voll beriicksichtigt werden muf}, wird eine geschlos-
sene analytische Behandlung praktisch unmoglich.
Fir solche Fille erweist sich die Monte-Carlo-Me-
thode 8710 als zweckmiflig, weil diese Rechnungen
weder durch eine Vermehrung der Zahl der Vari-
ablen noch durch Einfithrung komplizierter Wir-
kungsquerschnitte merklich erschwert werden. Da
nun aber schnelle Elektronen von 1 MeV im Mittel
etwa 10% bis 10® mehr Stofle pro Lingeneinheit er-
fahren als z. B. Spaltneutronen, wiirde die Rekon-
struktion des Zufallsweges eines Elektrons von Stof3
zu Stof} zu grofle Rechenzeiten erfordern.

Das Prinzip des bei uns verwendeten Verfahrens
besteht nun darin, dall wir den Zufallsweg eines
Elektrons von GroBwinkelsto zu GroBwinkelstof3
verfolgen. Die GroBwinkelstofle seien dadurch defi-
niert, daf} entweder die Winkelablenkung des einfal-
lenden Elektrons im Couroms-Feld des Kernes grof3
genug ist, um die abschirmende Wirkung der Hiillen-
elektronen vernachldssigen zu konnen, oder daf der
Energieverlust bei der Streuung an der Hille so
grof} ist, daf} das streuende Elektron als frei betrach-
tet werden kann. Den ,,wahren Weg“ zwischen zwei
Grofwinkelstoflen zerlegen wir weiter in eine rela-
tiv geringe Zahl von kurzen Unterabschnitten (,, Viel-
fachstreuschritte), in denen die gesamte mittlere
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Winkelablenkung ebenso wie der gesamte mittlere
Energieverlust klein sind.

Um Zufallswege von Elektronen in Materie nach
dem ,.kombinierten Verfahren“ konstruieren zu kon-
nen, ist zweierlei erforderlich. Einmal benotigen wir:
a) den , Transportkern fiir GroBwinkelstofe®, d. h.
die Wahrscheinlichkeit G.(7,[) dl dafir, dal} ein
Elektron der kinetischen Anfangsenergie T ldngs
des wahren Weges [ keinen und zwischen [ und [+ dl
gerade einen GroBwinkelsto3 erfahrt, wenn ldangs [
Kleinwinkelstole — und dadurch bedingte Energie-
verluste — zugelassen sind; b) die ,,Vertellungs

dichte“ Afy (x, 7.9, s) von Energien T, Orten X

und Flugrichtungen Q durch KleinwinkelstoBe lings
eines der Unterabschnitte s = Al zwischen zwei Grof3-
winkelstoBen. Zum anderen benétigen wir die dif-
ferentielle StoBwahrscheinlichkeit fiir GroBwinkel-
stoBe (,,StoBkern®) Cy(T — T; Q) dT d R, d. h.
die Wahrschemllchkelt dafiir, daf} ein Elektron der
kinetischen Energie T und der Flugrichtung Q bei
einem GroBwinkelstol auf eine kinetische Energie

zwischen 7' und T +dT absinkt und von der Flug-

richtung Q in eine Richtung @ des Raumwinkel-
elementes d S abgelenkt wird.

Unser ,.kombiniertes Verfahren® stellt somit eine
konsistente Verallgemeinerung von Monte-Carlo-
Berechnungen des Elektronentransportes dar,
sie von HEBBARD und WiLson 11, Leiss, PENNER und
Rosinson 12, MaccarLum 13 und in jiingster Zeit von
Perkins 14 durchgefiihrt wurden. Alle diese Autoren
fassen bereits eine grofere Zahl von Einzelablenkun-
gen nach der MovriEreschen Theorie! der Klein-
winkelstreuung zu Vielfachstreuschritten zusammen.
Der Einflul einzelner grofler Ablenkungen wird
durch die Anpassung der Verteilungen fiir grofle
Winkelablenkungen an das Einzelstreugesetz bertick-
sichtigt. Diese asymptotisch erfafiten Grofwinkel-
stole liegen nicht — wie bei uns — am Ende eines
Vielfachstreuschrittes und verursachen dadurch zu-
sitzliche Wegverlidngerungen, die unberiicksichtigt
bleiben. In unserem Verfahren werden auch grofle
Energiedanderungen streng erfafit. Da sie ebenfalls
stets an das Ende eines Vielfachstreuschrittes zu lie-
gen kommen, wird z. B. die Energieabhangigkeit der
Wirkungsquerschnitte wie die Energiednderung iiber-

wie

11 D. F. Hessarp u. P. R. WiLson, Australian J. Phys. 8, 90
[1955].

12 J L. Less, S. Pexnxer u. C. S. Rosinsoy,
1544 [1957].

Phys. Rev. 107,

G. MEISSNER

haupt genauer beriicksichtigt, was bei Energien un-
terhalb 0,5 MeV und besonders beziiglich der Sekun-
dérelektronen bedeutsam ist.

Als erste Anwendung wurde ein Fortran-Pro-
gramm fiir die IBM-7090 geschrieben, das zur Be-
rechnung des Durchganges von Elektronen von
2mc® ¥ durch homogene Aluminiumfolien varia-
bler Dicke diente.

Fir senkrecht einfallende Elektronen wurden be-
rechnet: a) die Energieverteilungen der unter dem
Einfluf} von Couroms-Streuung und Anregungs- so-
wie lonisationsverlusten transmittierten Elektronen
nach 157.5 mg/cm? und 210 mg/cm?, b) die mittlere
pro Langeneinheit absorbierte Energie als Funktion
der Eindringtiefe (= Dosisverteilung) fiir Streu-
folien von 210 mg/cm?, 420 mg/cm? sowie fiir das
halbunendlich ausgedehnte Medium und schlieBlich
¢) Transmissions- und Reflexionskoeffizienten.

Im folgenden Abschnitt 1 werden wir das benutzte
physikalische Modell und die daraus resultierende
Bovrrzmann-Gleichung erldutern.

Im Abschnitt 2 werden wir die Wirkungsquer-
schnitte der Bovrzmann-Gleichung diskutieren. Im
Abschnitt 3 werden wir die Gleichungen zusammen-

stellen, die sich fiir den Stokern C, (T—> T; Q- Q).

fir die Verteilungsdichte Afy(x, T, 9 s) und fir
den Transportkern G, (7, 1) ergeben. Im Abschnitt 4
wollen wir die Simulation von Elektronenschicksalen
nach der kombinierten Methode in planparallelen
Platten und die benutzten Niherungen beschreiben
und im Abschnitt 5 die numerischen Ergebnisse dis-
kutieren.

1. Die Boltzmann-Gleichung des Modells

Im Hinblick auf unser Verfahren fithren wir an-
statt der Zeit ¢t die wahre Weglidnge s ein, die ein
Elektron nach der Zeit ¢ zuriickgelegt hat. Die zu
untersuchenden Elektronen treten mit den Atomen
des Mediums, das sie durchdringen, in Wechselwir-
kung. Die Wechselwirkung der einfallenden Elektro-
nen untereinander und der streuenden Atome unter-
einander vernachldsigen wir.

Wegen des Massenverhaltnisses von einfallenden
Elektronen zu gestol3enen Atomen werden wir auch
die Energiednderungen durch Riickstof} stets vernach-

13 C. Maccarrum, Bull. Amer. Phys. Soc. 5, 379 [1960].
14 J. F. Perxins, Phys. Rev. 126, 1781 [1962].
15 m ¢? sei die Ruheenergie eines Elektrons (0,5108 MeV).
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lassigen. Wenn wir daher annehmen. daf} die Atome
des Streumediums statistisch verteilt sind und im
Laborsystem ruhen, wird ihre stationére Verteilungs-

dichte
fu(x, T: 9) = (1/4‘ ﬂ) Na. 6(T)

durch die mittlere Anzahl von Atomen pro Volumen-
einheit /V, hinreichend bestimmt. Um fiir die Wahr-
scheinlichkeitsdichte f.(x, T,€,s) eines Elektrons
am Orte X mit der Energie 7 und der Flugrich-
tung & nach einer wahren Weglinge s eine Trans-
portgleichung aufstellen zu konnen, bendtigen wir
noch den zweifach differentiellen Wirkungsquer-

schnitt
26/3Q3Q0=(T—>T:R-Q)

fiir die Streuung eines unpolarisierten Elektrons der

(1.1)

kinetischen Energie T und der Flugrichtung Q an
einem Atom im Grundzustand. Die ubertragene
Energie bezeichnen wir mit

Q=T-T,

wenn T die kinetische Energie des Elektrons nach
dem Stof} bedeutet. Die Richtungsidnderung ist ge-
geben durch

cos@zﬁ'ﬂ,

wenn 2 die Flugrichtung nach dem StoB ist. Die
totale Stofwahrscheinlichkeit pro Léngeneinheit

(1) = Vofo) [dQ[ AT (T —T;R- Q) (1.2)
folgt ebenso wie die differentielle StoBwahrschein-
lichkeit

CylF =T8Oy — 28

L H(T—>T;2-Q) (13
ST (T— ) (1.3)
aus dem zweifach differentiellen Wirkungsquerschnitt
(1.1) 16

Die Transportgleichung

folx, T, 5) = fds’ e 20 (1.4)

AfaT [a fo(x—5RT, Q5 3(T)
CO(T—>T Q-Q) S(x—sQT.Q, s—s)]
verkniipft die Wahrscheinlichkeitsdichte f. (x, T,,5s)
mit der Wahrscheinlichkeitsdichte f.(x, T, £, s) un-

mittelbar vor dem letzten Stol am Orte X =X — 5" L2,
mit der zugehorigen Weglinge s —s —s”, wenn s” der

16 ¢ ist die Dichte des Streumediums in g/cm?. Alle Léngen
werden daher in g/cm? angegeben.
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Abstand des letzten StoBes von dem betrachteten
Aufpunkt ist. S(x, T, L, s) ist die Quelldichte. Wen-
det man auf (1.4) den Operator: [3/3s+ :3/3x
+2(T)] an, dann erhilt man die Borrzmannsche
Transportgleichung

[a +e- & +4(T>}fe(x T.Q.s)

= [dr /dsz;,,(x, T,9,5) 3(T) Co(T—T; - Q)
+S(x, T,R, s) (1.5)

in der bekannten Form einer Integrodifferential-
gleichung 7. Die eingangs erwihnte Modifikation
des Stoflkernes

CT—>T: R Q)= Y 57T-T;9-9Q)
0 2(T)

und des Transportkernes
Go(T,s) =2(T) e D

beziiglich der GroBwinkelstole im ,kombinierten
Verfahren® hingt von der genauen Definition der
Grofwinkelsto3e und damit von der Wahl des Grenz-
winkels @, und des Energieverlustes Q,, ab, die
Klein- und Grollwinkelstole trennen. lhre zweck-
milige Wahl folgt aus der expliziten Gestalt des
zweifach differentiellen Wirkungsquerschnittes 18

2. Wirkungsquerschnitte der Elementarereignisse

Wir spalten den durch (1.1) definierten Wirkungs-
querschnitt — zunéchst formal — auf

s(i"_>T Q-Q)

5T>T:Q Q+5(T—>T; R-Q)  (2.1)

in einen Anteil fiir Stolprozesse mit kleiner Winkel-

ablenkung (0 < 0,,):

ST —T:9 Q) =§(T—T1,2Q) 7(O - 6)
:{f(ie T:Q-Q) , fir O < 06,,,

0 fir 06, (22

und einen zweiten fiir solche mit grofer Winkel-
ablenkung (0 = 0,;):

(T >T;R-Q) (60— 06,,)
, fiir O < O,
fir © = O,,.

£(T>T; Q- Q)

_ 0
{ STT: 0.9 (2.2h)

17 J. W. Weymoutn, Phys. Rev. 84, 766 [1951].
18 Siehe Anhang.
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O, ist dabei ein zunichst noch willkiirlicher Grenz-
winkel zwischen kleinen und groflen Winkelablen-
kungen. Die Sprungfunktion #(z) =1, wenn x>0
und 7 (z) =0, wenn < 0. Der durch (1.1) definierte
zweifach differentielle Wirkungsquerschnitt in erster
Borxscher Niherung, der von MeLLER '? zuerst be-
rechnet wurde, ist im Anhang (A.6) explizit ange-
geben. In dem in erster Bornscher Niherung ge-
schlossen durchrechenbaren Fall, in dem in H, der
Gl. (A.3) die Elektron-Elektronwechselwirkung:
Z e*/| x;— x;| vernachlassigt wird 2* 2!, dominieren
1

b<e; kleinen Ablenkungen die Anregungsprozesse in
die untersten Energieniveaus. Die Ionisierungspro-
zesse sind hier relativ selten. Bei unelastischen St6-
Ben mit groBer Impulsiibertragung: A =py—p
sorgt der Exponent: % X; im Matrixelement (A.8)
in Verbindung mit dem Zustandsvektor | n) des End-
zustandes fiir die angenéherte Erfiillung des Impuls-
satzes, so als ob das betreffende Hiillenelektron vor
dem Stof} annédhernd frei gewesen wire. Dann aber
muf} das mittlere Schwankungsquadrat des Energie-
verlustes klein gegen den mittleren Energieverlust
sein. Ein zwischen 10° und 15° liegender Grenz-
winkel O, geniigt dieser Forderung. Der Riickstof3-
verlust (), eines Elektrons der kinetischen Energie 7
durch den Stofl mit einem ruhenden, freien, der
durch die relativistische Kinematik aus der Winkel-
ablenkung 0, folgt, namlich

sin O, =V2 Qer/T(T+2-Qg) ,  (2.3)

kann daher als Energieverlust gewahlt werden, der
Grofwinkelstofle von Kleinwinkelstoflen trennt.

Der Wirkungsquerschnitt 51((7:—) T: Q) wird

dann fir alle Energietibertragungen F—T 2 Qo

praktisch verschwinden. Wir erweitern deshalb (2.2a)

29
zu ==

6 = Oy oder

(T-T) 2 Q-
a) Wirkungsquerschnitt fiir GroBwinkelstoBe: Der

Wirkungsquerschnitt fiir Groflwinkelstofe

§g(i——> T; QQ)

19 C. MotLer, Ann. Phys., Lpz. (5) 14, 531 [1932].

20 H. Berug, Handb. d. Phys., Bd. XXIV/1, Kap. 3/1V, Sprin-
ger-Verlag, Berlin 1933.

F. Savrer, Vortrdge iiber kosmische Strahlung, 2. Auflage,
S. 461, Berlin 1953, herausgegeben von W. HEeisexserG.
Da fiir den Wert =T, (Einfallsenergie) Qgr den grofiten
Betrag zu einem vorgegebenen (g, annimmt, wihlten wir
Qur="Ty/M, wobei M=10 gesetzt wurde.

3 F. Morr, Proc. Roy. Soc., Lond. A 124, 425 [1928].

5 (T—>T:;9 Q) =0, fiir{ (2.4)

5

1

o
©

[
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laBt sich aus (A.6) in guter Ndherung durch Addi-
tion der Wirkungsquerschnitte fiir reine Kernstreu-
ung und reine Hiillenstreuung darstellen:

S0 ) 5, (T, Q,0) +ZE(T, Q. 0);
(89 aQ)g 5{:I((erilo, )+ 5gli(le}ztgzl )3
T=En/(mc®); Q=¢/(mc®); Z: Ordnungszahl.

Fiir den ersten Summanden: &,i.., (T, Q, @) folgt
aus dem elastischen Anteil von (A.6) — mit der
elektrischen Wechselwirkung allein —, wenn man
das von der Abschirmung herrithrende Summenglied

(2.5)

N (g | exp (i) mg)
vernachléissigtj. die bekannte Morrsche Formel 2324
b (T, Q. O) (2.6)
- i ¢ T(TTZDz) sin4(1@/2) R8T, 2y a1g)-
McKinLey und FesuBacu ?* berechneten den Spin-

faktor R(6,T,Z) fiir die Kernstreuung in zweiter
Borxscher Naherung:

_1_T(T+2) _ 20
R(O,T,Z) =1 TR sin® (2.7)
23 VTT+9) (1 g 9) sin 2 ;
137(T+1) 2/ 2

re=e*/(mc®) =2,81718-10713 cm: klassischer Elek-
tronenradius.

Der zweite Summand: Z-&, (T, Q, ©) ergibt
sich aus dem unelastischen Anteil von (A.6). Wegen
des KroNecker-Symbols: d, ,, in (A.8) verschwin-
det der Anteil der Kernstreuung. Wegen der ange-
niherten Erfillung des Impulssatzes fiir inelastische
Stolle mit grofler Winkelablenkung in der oben er-
lauterten Form konnen wir den von MeLLER ?® be-
rechneten Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung
zweier freier Elektronen aneinander im Ruhesystem
des einen benutzen 27

e 2 (T+1)2
Q“Elektron (T’ Q’ @) =Te T(T+2)r
. 1" 71 ”_(2T+1)j1 ,,l,,} ; 1 ]
[+ T~ rranelet r—of T
-6(cos 60— 110 T10) ). (28)
. T+e—0

0 1o

4 F. Morr, Proc. Roy. Soc., Lond. A 135, 429 [1932].
> W.A.McKixrey u. H.Fesusacn, Phys. Rev. 74,1759 [1948].
6 C. MoLLer, Z. Phys. 70, 686 [1931].
8 Der MerLersche Wirkungsquerschnitt enthilt neben dem
Retardierungs- auch den Austauscheffekt; daher ist
§(T,Q=T—T,0)=&(T, T, ).
Moller Moller
Das energiereichere Elektron wird stets als Primirelektron
bezeichnet. Der maximale Energieverlust ist daher
Omux: T/2 .

[T
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b) Wirkungsquerschnitte fiir Kleinwinkelstofe:
Bei kleinen Winkelablenkungen (@< 0,,) kann
man die Exponentialfunktion im Matrixelement
(A.8) entwickeln und nach dem ersten nicht ver-
schwindenden Glied abbrechen. Da ferner firr Klein-
winkelstole — wie schon in der Einleitung er-
wahnt — Winkelablenkungen durch Vielfachstreu-
ung im abgeschirmten Couroms-Feld des Kernes und
Energieverluste durch Hiillenstreuung nach gering-
figiger Modifikation getrennt behandelt werden
konnen, sind fiir unser Verfahren nur die einfach
differentiellen Wirkungsquerschnitte erforderlich.

Fir
(aO/aQ)k—fdQ & (Ty, Q, O)

erhélt man in dieser Ndherung aus (A.6) den nach
Berue und Livinestone 2® berechneten Wirkungs-
querschnitt

<a°) —2ar2 (Ty+1)*

S 1 (&aﬂo (rut2)

30 ¢ Ty(Ty+2) 5 Q Q?
_To(To+2) | 5(0_ Wn- ’}7‘0 9
(To+1)2 ] (Q ) (2.9)

Die Oszillatorstarke f,, ist durch die Gleichung

'(n’?xﬂno 2= fouR22m(W,—W,y) (2.10)
gegeben. Fiir sie gilt der Summensatz
D fon=2. (2.11)
n
Bei der Berechnung des ,zweiten Moments®

(QW2(T, M) ) nach Gl. (4.2) auf Seite 275 tritt die

Oszillatorstarke fo,- auch noch in der Verkniipfung
Z f 0) In —W,)

m c2
auf. Wenn IV;— W, =1; die lonisierungsenergie der
i-ten lonisierungsstufe ist, gibt f,;=n; die Zahl der
Elektronen dieser lonisierungsenergie /; an (man
vergleiche auch Seite 275).
Fir

(30/30Q) EfdQ & (T, Q, O)

werden wir den von MoviEre 2° berechneten Wir-
kungsquerschnitt fir Kleinwinkelstole am abge-
schirmten Kernfeld unter Beriicksichtigung der Hiil-

lensto e nach Fano 3° zugrunde legen:

28 M. S. Livinestone u. H. A. Betng, Rev. Mod. Phys. 9, 245
[1937].
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(gg)k = Z(Z+1)(L+2(To)) re* T(T(‘)Ttlu)zz)~
Asonmy ey (212
In (2.12) ist
8,*(T) = (688251?1737 )2 T(T1+2)
[ 1,13+3,76 (igf) ;%};)} (2.12a)

die von MoLiERE 2 berechnete Abschirmkonstante,
und mit

1
‘D= mesm

-{5 _1n[0,16-2‘2~’s(1 4 SR E(T) )}} (2.12b)

137 YT(T+2)

wird die von Fanxo3? berechnete Korrektur durch
inelastische Sto8e berticksichtigt.

3. Gleichungen fiir die Verteilungsdichten
des kombinierten Verfahrens

Unter Ausnutzung der aus dem Wirkungsquer-
schnitt (A.6) folgenden Relationen (2.4) und (2.5)
konnen wir die unserem physikalischen Modell zu-
grunde gelegte Transportgleichung (1.5) schreiben
als

"aa?fe‘F Q- *S;fe‘*‘zkfe”{’zgfe :Xk+Xg+XQ-

(3.1)
In der Gl. (3.1) machten wir Gebrauch von den Zer-
legungen:

I(T) =3 (T) +Ze(T) (3.2a)

und

ST)CT—T;R Q) =3.(T) C(T—T; Q)

+3,(T) Co(T—T; -R).  (3.2b)
Es ist
OE’P @gr
S (T) = 2nﬁ& /dQ/ 40 sin O £,(T, Q, O)
0 (3.2¢)
und ferner
2e(l) =2, (1) +2 2, (T) s (3.2d)

rKern

() = 27Na fdQ/d@sm@,gK (T, Q. 0)
(3.2€)

2% G. Mouikre, Z. Naturforschg. 2 a, 133 [1947].
30 U. Fa~o, Phys. Rev. 93,117 [1954].
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T/2
5 . Na . f -
ZgElektron (T) - 2 a "9 /d@ sin @ ' j dQ ;gEIeklron (T9 Q? @) .

G. MEISSNER

und (3.21)
er

Ganz ihnlich ist Ci(T—>T; 8- Q)= \Nu/é’ (T, T—T,6) (3.3a)
2%(T)

~ Najo | = o
und Cg(T_>T;9 9): \7‘1/) Sg (T T T @)+Z\gElktmn( 5T—T, @)}7 fur @Z@gr? (3_3}3)
| <&@ , fiir @ < O,,.
Die rechte Seite der Transportgleichung (3.1). das ,,reduzierte StoBlintegral®, setzt sich aus drei Anteilen
zusammen:
a) dem StoBintegral fiir Kleinwinkelstofle

T4-0gr
‘Xk (x: T: 91 S)

0 < Or

b) dem StoBintegral fiir Growinkelstofle

Xo(x,T,8,5)
T+0ur 635 O

c¢) dem Quellterm fiir Sekundarelektronen (S=_\)

T,
7 "
zf‘?/dT
O Y
2T 6> 0

XQ (xa Ty ge S) =

T, ist dabei die maximal auftretende kinetische
Energie der einfallenden Elektronen.

Die differentielle StoBwahrscheinlichkeit fiir GroB- %

winkelstoBe: Co (T — T; R2-) ist bereits durch die
Gl. (3.3b) explizit gegeben. &, (7,Q,0), den
Morrschen, und &, . (T, Q, ©), den MoLLERschen
Streuquerschnitt, enthalten (2.6) und (2.8). Fiir die
Wahrscheinlichkeitsdichte W, (T,[), deren Zusam-
menhang mit G.(T.l), dem Transportkern fiir

Grofiwinkelstof3e, durch

Ce(Ty. 1) = [dT Wr(Ty.1) (3.7)

gegeben ist, folgt die Transportgleichung
|5+ 3D+ 2 (D) | W (Ty. 1) -
AT W3 (Ty, 1) Sk(T) [AQC (TS T:R- Q) (3.8)

aus (3.1) formal dadurch, dafl man das ,,Stromungs-
glied“: & - (3/3x) f,, den ,,Quellterm“: X, und
das Stofintegral fiir GroBwinkelstoBe: X, gleich
Null setzt. Fir die Wahrscheinlichkeitsdichte:
Af(x,T,L,s) von Orten X, Energien T und Flug-
richtungen & durch KleinwinkelstoBe lings eines
Vielfachstreuschrittes s= Al zwischen zwei GroB-
winkelstoflen ergibt sich @hnlich aus (3.1) die Glei-
chung

/dT AQ /. (x, T, R, 5) C(T—T; Q- Q) 3(T).
2T - N - .
— [dT [dQf.(x,T, . )

[ AR fo(x, T, Q. 5) &

(3.4)
C.T—T; Q-Q) 3.(T). (3.5)
Emamn(Dr T —T582-82). (3.6)

3 3 1
3 1+ Q- T +Zk(T)JAfk(x, T, R,s) = (3.9)

[dT [AQApy (%, T,R. 5) Cu(T—T; - Q) (7).
r 6 < By

wenn man Y, = 0 setzt, d.h. die Stofidichte fiir
GroBwinkelstoBe: X, f., der Quellterm: X, und
das StoBintegral fiir Grofiwinkelstole: X, verschwin-
den. Fiir unser Verfahren benotigen wir die Losun-
gen von (3.8) und (3.9) zu den Anfangs- bzw.
Randbedingungen

O(T—T,), fir =0
Wy (T, 1) = { 0 fijr{T°<T oder  (3.10)
[ <0
und
Afk(xa T> 9,5) -
5 (x) _ _ ir s—
{<zn)a 0 R—L) (T —Ty), fir s=0, ;1
0 , fir s<O.

4. Simulation von Elektronenschidksalen
nach der kombinierten Methode

Um Zufallswege von Elektronen in Materie nach
dem eingangs erlduterten kombinierten Verfahren
zu konstruieren, haben wir die folgenden Niaherungs-
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l6sungen der Gln. (3.9) und (3.8) bzw. (3.7) be-
niitzt.

1. fiir die Wahrscheinlichkeit fi;(Ty;7,s) dT,
dal} ein Elektron der kinetischen Energie T langs s
durch KleinwinkelstoBe auf eine solche zwischen T

und 7 + dT absinkt

. _ b _(T T(Ty; 5))2\
fe, (T3 T, 5) VznA%(To;s)exP{ <T‘;,s> [
(4.1)
Wenn wir
Qer=T/M

(Qur. ) =" [a0¢i (37)  (42)
T 0
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einfiihren, ergibt sich die mittlere Energie T (T,. s)
als Umkehrfunktion der durch numerische Integra-

tion von
T,

- far 1 4.3

/ (Qu(T, 1)) —
gewonnenen wahren Weglange s. Das Schwankungs-
quadrat A% (T, s) ergibt sich zu

T,
45 (To.s) = [ ar $2E000.

Q(T,M)) * {+3b)

T(7T,, 8)

Mit dem Wirkungsquerschnitt (36/3Q)y fiir Klein-
winkelstofe der Gl. (2.9) erhalten wir:

(Qu(T. 1)) =2 L [in {3 (" o+ 20} - AR (439
(@ .m) =2¢ O[S ol ) fm (20 (e FT T+ 2) -+ G -5l @so

C=0,150Z/A4 cm?/g; Z: Ordnungszahl; A: Atom-
gewicht; /: mittleres lonisierungspotential des
Atoms; T/M = Q,,: Grenzenergie fiir kleine Energie-
verluste als Bruchteil M der kinetischen Energie T';
n;: Zahl der Elektronen der Ionisierungsenergie /;;
i: ,,lonisierungsstufe”; K;=p/I; (p=1,3 bei SteErN-
HEIMER ') ; R~1,33 (man vergleiche dazu etwa
SeeNcer und Fano 32) .

2. Fiir die Wahrscheinlichkeit 33 A(f, A,s) d4,
dal der wahre Weg s eines Elektrons um einen
Wert zwischen 4 und 4+ dA groBer ist als die zu-
gehorige Eindringtiefe z3=s—4 (man vergleiche

Abb.1):

AT, 4,5) =
4P (T) (o~Ur_ 30, fir X9,
3V vd (4.4)
4 (Ug(T) e—nz v/16 s fur v z 2.

2
Rdumliche Darstellung Projektion in die x;,xp-Ebene

~~_ 8.

S 196,
Abb. 1. Ubergang von den Winkeln @, @ zu den Winkeln
6, O, durch Projektion in die z;-, z;Ebene bzw. z,-, x4
Ebene.

31 R. M. Sterxueimer, Phys. Rev. 88, 851 [1952].
32 L. V. Seexcer u. U. Faxo, Phys. Rev. 93, 1172 [1954].
33 C. N. Yanc, Phys. Rev. 84, (I) 599 [1951].

Dabei ist T = (To+T)/2 und 1/w?(T) das mittlere
Quadrat des Ablenkwinkels pro Langeneinheit durch
KleinwinkelstoBe. Wir berechneten es mit dem Wir-

kungsquerschnitt (36/30Q) der Gl. (2.12) zu

TN Z(Z+1) (1 +e(Py) THD
@*(T) T*(T+2)2
.{ln,@g,(T)str_,,,@?rv } (4.5)
Q:(T) O; (T) + O
Ferner ist = 9 v
2 w*(T)

3. Fiir die Wahrscheinlichkeit W(f', x7,) dag .
daf} ein Elektron nach der wahren Weglange s eine

transversale Ortsversetzung zwischen 2; und z; + dz;
besitzt 34 35;

W(T,a,s) = ( J(T))

478

2 > 2
- {3_@_@&} ,

e (4.6)

4. Fiir die Wahrscheinlichkeit W(i’, 6, | z;,5)d6O,,
daf} nach einer wahren Weglidnge s ein projizierter
Winkel zwischen ©; und 0, + d©); auftritt, wenn die
transversale Ortsversetzung z; ist:

W, 0 lz,s= 1
V2= 4%(T, )
'eXP{_ (6—0(@,9)"

2 4% (T, s)
31 W. T. Scorr, Phys. Rev. 76, 212 [1949].
% Die Gln. (4.6) und (4.7) gelten fiir [=1,2: (z;=z; 2,=y;
6,=0;; 0,=0,).

(4.7)
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wobei O (x;,s) =3x/2s (4.8a)
und BT,s)= 1.3, (4.8b)
w(T) 2

5. Fir den ,,Transportkern fir Growinkelstofe® :

Gg(T()’l) = deZQ(T) fkl (TOaT’ l)

l
“exp {— fds’ 2. (T (T, s'))} . (49)
s'=0

Die Niherungsannahmen fiir die angegebenen
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen

fkl(TO’T7S)3 A(?a Aa 5)3 W(T,IZ,S),
W(T, O |a,s) und Gg(T,.1)

sind im einzelnen die folgenden: a) Die Energie-
abhingigkeit der mittleren Stofizahl pro Liangen-
einheit 2 (7T') wird durch die Abhéngigkeit von der
mittleren Energie ersetzt, die sich auf Grund der
Kleinwinkelstole allein einstellt. Das ist eine gute
Néherung, wenn die Schwankungen der Energie-
verluste um den Mittelwert klein bleiben. Wenn man
die Grenzenergie (), klein gegen den maximalen
Energieverlust wéhlt und die Losungen von (3.8)
und (3.9) auf kurze Wege [ bzw. s beschrinkt, ist
das sicher erfillt, weil das Energieschwankungs-
quadrat anndhernd linear mit der Weglidnge zu-
nimmt. b) Die Korrelationen zwischen den Energien
und den Orten bzw. den Flugrichtungen, die sich
nach einem vorgegebenen Vielfachstreuschritt ein-
stellen, werden folgendermallen angenéhert: Bei der
analytischen Losung der Transportgleichung fiir die
Verteilungen der Orte und Flugrichtungen bertick-
sichtigen wir zwar die mittlere Energiednderung
durch Kleinwinkelstofle, vernachlassigen aber zu-
néchst deren Schwankungen. Diese Naherung korri-
gieren wir im Monte-Carlo-Programm wieder teil-
weise: Wir bestimmen dort zunédchst die Energie am
Ende eines Vielfachstreuschrittes aus der entspre-
chenden Verteilung. In den Verteilungen fiir Orte
und Flugrichtungen setzen wir fur die mittlere Ener-
gie den Mittelwert aus den Energien am Anfang und
Ende des betreffenden Vielfachstreuschrittes ein.
c¢) Fur die mit den obigen Annahmen vertraglichen

36 A.D. Foxker, Ann. Phys., Lpz. 13, 810 [1914].

37 M. Pranck, Berl. Ber. 1917, 324.

38 Man kann zeigen, daBl die Foxkrr—Praxcksche Naherung
gut ist, wenn die Schwankungsquadrate der Energie- und
Winkelverteilung griofer oder gleich den Werten Q%gr bzw.
(2, sind. Da die Schwankungsquadrate andererseits aber
proportional der wahren Wegldange s sind, sollte s eine
(energieabhédngige) untere Grenze nicht unterschreiten.

G. MEISSNER

Werte: Qg =T/10, O, =15° und s gleich 10 mg
pro cm? bei Energien zwischen 2 m ¢? und m ¢® und
gleich 5 mg/cm? bei kleineren Energien haben wir
nur die Korrelationen der transversalen Ortsverset-
zung und einer damit verkniipften Winkelablenkung
mit der wahren Weglidnge s zu berticksichtigen und
nicht gleichzeitig auch die Korrelation dieser wahren
Weglinge mit der Eindringtiefe. Das Verhiltnis der
mittleren transversalen Ortsversetzung zur wahren
Weglinge ist ndmlich eine lineare Funktion des mitt-
leren (kleinen) Ablenkwinkels, das Verhiltnis der
Wegverldngerung zur mittleren Eindringtiefe hangt
dagegen quadratisch vom mittleren Ablenkwinkel ab.
d) Die Beschrinkung auf die Foxxer—Prancksche
Naherung %37 bei der Integration der Transport-
gleichung fihrt auf Gauss-Funktionen fiir Energie-,
Winkel- und Ortsverteilungen. Die unter c¢) genann-
ten Werte Q. @, und s ergeben auch hier brauch-
bare Resultate 8, In den seltenen Fillen, in denen
die Schrittweite s infolge dicht aufeinanderfolgender
GroBwinkelstofle sehr klein ist und die Annaherung
durch Gauss-Funktionen eigentlich versagt, ist die
Halbwertsbreite der Verteilungen so gering. daf} die
genauere Form der auslaufenden Flanken von unter-
geordneter Bedeutung ist. Etwas kritischer ist da-
gegen die Tatsache, dal} bei gleicher Schrittlinge s
die durch die Foxker—Prancksche Naherung gefor-
derte Bedingung mit dem Wert @, = 15° stets bes-
ser zu erfiillen ist als mit Q.. =T/10. Fiir eine glei-
che Giite von Energie- und Winkelverteilung wére
stets ein groflerer wahrer Weg erforderlich, was aber
die Giite aller sonstigen Naherungen verschlechtern
wiirde. Der Grund dafir besteht darin, daf} die
Energieverteilung auch bei Kleinwinkelstoflen — be-
sonders im unteren verwendeten Energiebereich zwi-
schen den Werten 0.5 und 0.1 MeV — einen asym-
metrischen Auslaufer gegen grolle Energieverluste
hin besitzt. Eine Verbesserung konnte man hier er-
zielen, wenn man die Entwicklung der Energiever-
teilung unter dem StoBintegral nicht nach Gliedern
2. Ordnung abbricht, sondern héhere Terme bertick-
sichtigt®. e) Schliellich sind alle Wahrscheinlich-

keits-Dichten fiir das unendlich ausgedehnte Medium

39 Bei der Vorbereitung der jetzigen Version des Programms
hatten wir auf diese Korrektur wegen der rechnerischen
Vereinfachung verzichtet, die eine hdufige Ausnutzung der
gleichen Gauss-Verteilung fiir verschiedene stochastische
Variable mit sich bringt.
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berechnet. Das fithrt bei raumlich begrenzten Streu-
medien grundsatzlich an allen Orten auf zu hohe
Werte der Wahrscheinlichkeitsfunktionen, da auch
die Teilchen mitgezahlt werden, die durch geometri-
sche Begrenzung tatsdchlich verlorengehen. Der tat-
sachliche Einfluf} ist aber nicht gravierend. Bei genii-
gend kleinen Vielfachstreuschritten bleibt namlich
wegen der allein auftretenden, stark vorwarts gerich-
teten Kleinwinkelst6f3e die mittlere Ablenkung klein.
Quantitativ kann man die Einfliisse von Berandun-
gen nach einer von Jveras %0 entwickelten Methode
abschatzen.

Wegen der durch planparallele Platten bedingten
Symmetrie kann man den Zustand S eines Elektrons
auf seinem Zufallsweg durch vier Groflen kennzeich-

nen (Abb. 2):

S=(s,T,zcos O), (4.10)

s: wahre Wegldnge; T: kinetische Energie; z: Ab-
stand von der Quellebene; cos ©: Richtungskosinus
des Geschwindigkeitsvektors mit der z-Achse.

L

Abb. 2. Durchgang von Elektronen der Energie Ty durch eine
planparallele Platte der Dicke ¢.

Den Zustand eines Elektrons unmittelbar nach dem
n-ten Vielfachstreuschritt eines gegebenen Zufallsweges
wollen wir mit S,,,, (n=0,1, 2,...; m=1, 2, 3,...)
bezeichnen. Der Index n zdhlt die Vielfachstreuschritte,
der Index m die ,,Zweige® des Zufallsweges, die durch
O-Elektronen bedingt sind (m =1 bezeichnet das Quell-
elektron, m =2 das erste 0-Elektron, m =3 das zweite
usw.). Der Zufallsweg eines Quellelektrons mit seinen
moglichen Verzweigungen sei z. B. durch den folgenden
Satz von S”mk . -Werten gegeben (vergleiche auch

> m

Abb. 3):
So,151,182,1...85,1...8n,1---Sn1,1
S:i, Dewie Sn2. Do ws S_\'2.‘_)
: Snmk’mk' -
Se, My - - - SA\‘MK’MK'

40 H. Gveras, CERN Report 60-18, Geneve 1960.

41 Um eine stochastische Variable x zu erhalten, die eine Ver-
teilungsdichte f(z) besitzt, geniigt im Prinzip ein einziger
Satz von Zufallszahlen {&}, die im Intervall (0,1) gleich

x

verteilt sind. Durch die Gleichung &= [ f(y) dy wird

Abb. 3. Beispiel fiir den Zufallsweg eines Elektrons mit mog-
lichen Verzweigungen durch d-Elektronen.

Jeder Term: San, m. — auBer So,1 — héngt sto-

chastisch nur von dem unmittelbar vorhergehenden:
S. 1., ab (Markorr-Proze}). Eine Verzweigung
mg Ty

der Zufallswege tritt immer dann auf, wenn die an ein
Sekundirelektron tibertragene Energie Q und die kine-
tische Energie T des Primirelektrons nach dem Stof}
groBler als eine untere Schranke Tgr (=0,2 m ¢?) sind.
Der Zufallsweg oder ein Zweig davon wird abgebrochen,
wenn die Energie des zugehorigen Elektrons diese un-
tere Grenze Tgr unterschreitet, das Elektron aus der
Folie austritt (z = t), oder reflektiert wird (z < 0).

Um einen Zufallsweg zu erzeugen, mull man von
Vielfachstreuschritt zu Vielfachstreuschritt fortfahren,
indem man (sp+1, Tr+1, zn+1, cos @y+1) nach der
Monte-Carlo-Methode aus (sn, Tx, zn , cos ©,) rekursiv
durch die hierfiir bereitgestellten Verteilungen berech-
net #1. Die Giiltigkeit dieser niherungsweise berechneten
Verteilungen hingt dabei jeweils von T, und s,+1 ab.
Wir wihlen daher:

e { 1072 g/em?, fir 1,0<<T, < 2,0,
1= 15-107% g/em?, fiir 0,2 <T, < 1,0,

falls auf dem durch (4.11) definierten Bahnabschnitt
kein GroBwinkelstofl liegt. Sonst ist s,+1 einfach der
wahre Weg bis zum nichsten GroBwinkelstol. Ferner
hat man zu beachten, daB} sich die Ortskoordinate z’y+1
und der Richtungskosinus cos @,+1 auf ein Koordina-
tensystem beziehen, das durch die Flugrichtung cos 0,
am Ende des Bahnelementes s, orientiert wird. Man
mufl daher nach jedem durchlaufenen Vielfachstreu-
schritt eine Koordinatentransformation auf das urspriing-
liche Bezugssystem mit (z,+1, cos @,+1) durchfiihren.
Die zu dieser Transformation

(4.11)

Znt+1=2n— ]/1: c0s? O 2511 +cos Op-zpi1 (4.12)

ebenfalls erforderliche Koordinate z',+1 aus der Ver-
teilung (4.6) muf} der Bedingung geniigen:

II;H»I [ < Vﬁz%l V;Zz?fl s

dhnlich wie fiir die Koordinate ',+1 aus der gleichen
Verteilung (4.6) zu fordern ist:

(4.13)

dann z. B. der Zufallszahl & die stochastische Variable z zu-
geordnet. Die 2 erzeugt man als sogenannte Pseudo-
zufallszahlen durch die Maschine selbst (man vergleiche
z. B. Bercer und Coorer #2).

42 M. J. Bercer u. J. W. Coorer, J. Res. Nat. Bur. Stand.
63 A, 101 [1959].
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lyni1 | < Vsot1 —2ne1 —Zngi- (4.14)  cos Oy11= — Y1 —cos® O, cos Py, -1 sin O 1
Mit ©@;,.4 und Oy, aus der Verteilung (4.7) und +cos Oy cos Ont1. (4.16)
den Relationen (Abb. 1) Am Ende eines solchen Bahnelementes, an dem auch
tg Oni1=Vtg O no1+1g Oy noch ein GroBwinkelsto liegt, ist wegen der dadurch
und tg (p? * _:/ %, xln /tl @g} 1l (4.15) bedingten Winkeldnderung (&, ) eine zusétzliche Dre-
& Catd =Ig m HUIE Tankl hung des Koordinatensystems notwendig und an die
berechnet sich der Richtungskosinus zu Stelle von (4.16) tritt:
c0s O, +1= —sin® [ (Y1 —cos? O cos O 1 cos Dy, 1 +cos O, sin O, 1) cos ¢ (4.17)
- Vr:c6527@,, sin @, 1sin @] +cos ¥ (—)1— cos2 O, sin Oy 1 cos Dy 1 +cos @, cos O 1).
Es wird stets zunéchst das Quellelektron mit my =1 5.1 Halbunendlich ausgedehntes Medium
durchgespielt:  auftretende  ,Verzweigungspunkte ) ) ]
hyt mg Mk >>1) werden gespeichert. Danach wer- Fir eine Einfallsenergie Tg=2m ¢ (1,02 MeV)
den, ausgehend von diesen ,Verzweigungspunkten®, haben wir 1500 Elektronenschicksale durchgespielt.

die einzelnen Zweige nach aufsteigenden Werten my  die senkrecht auf einen halbunendlich ausgedehnten
durchgespielt. Aluminium-Block auffallen. Dosisverteilung, Ener-

Speziell fiir planparallele Platten kann man die er- . . . .
forderliche Rechenzeit dadurch erheblich verkiirzen, dal3 gie- und Teilchenzahlreflexion wurden bestimmt.

man die gewiinschten Berechnungen fiir verschiedene Die Rechenzeit betrug 31 min.
Dicken gleichzeitig durchfithrt. Wenn die verschiedenen
Folienstarken: by, 82, Lg9eenslf sind (Abb4), hat ein 1) Monte.Carlo.Berechnungen

t . . . . .
i 5 |- Dostsverteilung: Die von uns errechnete, im Mit-
£ tel pro Elektron und Lingeneinheit absorbierte

Energie [m ¢?/(g-cm~2)] haben wir in Abb. 5 (aus-

Abb. 4. Zur gleichzeitigen Berechnung des Durchganges von

¢ = — T
Elektronen durch Folien der Starke: ¢, , ¢, ,t5,...,¢f. 550 ({'}KI‘\W\%q I
Elektron die erste Folie durchlaufen, sobald z =¢,. 4.95 7 \\\\ X \‘+ komb’”ée’re |
A den Zufall di Elek beibiedh /}/ N Monte Carlo-Methode :
nstatt den Zufallsweg dieses Elektrons abzubrechen, 4i0l—72 Y E, = 1.02MeV \—
registriert man diesen ersten Durchgang und fdhrt nun «, /_{ ! % N \{
fiir den zweiten fort, solange bis z = t,. Man muf} dar- & 385 ’é// N A\
auf achten, daBl jedes Elektron jede Folie nur einmal g« sl ; NN \,9
durchlduft; sobald z = t;, sind die Berechnungen fiir §§ angepasst ! /\ \
alle zur i-ten Folie gehorenden Grioen des betrachteten § & 575 , P N
Elektrons zu beenden. e B BRI B GR“}‘:—AFE’I%%{,D N \
s S 220 =
+~ | \ N
3 § : >\ \\\\ \
os T £ 165 +
5. Berechnungen fiir den Durchgang von Elek- %% HERMANN: E, = 1,0 MeV/ °\/\<\}\ »‘9\
tronen von 2m c¢* durch Aluminium auf der §_ 70 ! P Y
s . . . c o=l \
IBM-7090, Diskussion und Vergleich mit dem 4 3 (55 ! | N -
. SN
Experiment T R S ] s NS
0 105 210 315 42 525
Um Ergebnisse unserer Methode mit vorliegenden Eindringtiefe (mg/crm?) Aluminium ——s=

Experimenten vergleichen zu konnen und um An-  Apb. 5. Dosisverteilungen von Elektronen der Einfallsenergie
haltspunkte fiir erforderliche Rechenzeiten zu gewin- E,, die senkrecht auf ein halbunendliches Medium auffallen.

=
nen, haben wir ein Fortran-Programm fiir die Fiir die Monte-Carlo-Berechnungen FOH wurden 1500

IBM-7090 mit 32768 Speicherplatzen geschrieben, Elektronenschicksale durchgespielt. Die Ordinate der experi-
~ mentell gewonnenen Kurve fiir E;=1 MeV wurde bei der Ein-

das zur Berechnung des Durchganges von Elektronen dringtiefs Null an die beredisto angepaBt,

von 2 m ¢2 durch Aluminiumfolien diente 3. Unsere
Ergebnisse stellen daher nur einen kleinen Ausschnitt 4 pje Rechnungen wurden auf den IBM-Rechenanlagen von
der mit dieser Methode moglichen Berechnungen dar. Euratom C. C. R. in Ispra (Italien) und vom Institut fiir
. s 0l . Plasmaphysik GmbH., Miinchen-Garching, durchgefiihrt.
Das gesamile Programm einschlieflich Ein. und Fiir die freundliche Aufnahme sei beiden Instituten herz-

Ausgabe benotigt 14 959 Speicherplatze. lich gedankt.
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gezogene Kurve) als Funktion der Eindringtiefe
(mg/cm?) aufgetragen. Die einer Elektronenener-
gie von 1,02 MeV entsprechende mittlere wahre
Weglinge: 5y, (1,02 MeV) = 555 mg/cm?  Die
maximale Dosis liegt bei 210 £ 10 mg/cm? und be-
trigt 5,50+ 0,08 m ¢/ (g-cm~2). Die auf die Ein-
dringtiefe Null extrapolierte Dosis ergibt sich zu
3.35+ 0,05 mc*/(g'em™2), das sind 61%0,09%
des Maximalwertes. Die maximale Eindringtiefe be-
tragt 5251 5 mg/cm?; die Abszisse zum Maximum
der Dosis (210 * 10 mg/cm?) betriagt daher 40+ 2%
der maximalen Eindringtiefe.

Reflektierte Energie und Reflexionskoeffizient:
Die in dem halbunendlich ausgedehnten Aluminium-
Block insgesamt pro Elektron im Mittel absorbierte
Energie erhélt man als Integral iiber die Dosisver-
teilung (d. h. tiber den Energieverlust pro Léngen-
einheit der Abb. 5). Die so berechnete, pro einfallen-
des Elektron als Funktion der Eindringtiefe absor-
bierte mittlere Energie erreicht bei der maximalen
Abszisse der Abb.5 (525 mg/cm?) ihren ,,Satti-
gungswert® von 1,94 mc?; d.h., da 0,06 mc?
(bzw. 3% der Einfallsenergie) im Mittel pro Elek-
tron zuriickgestreut werden (Tab. 1).

Riickgestreute Elektronenenergie
o

Yo
kombinierte
Monte-Carlo-Methode experimentell44
(E = 0,1216 MeV) (E > 50eV)
3+0,1 3,6 +0.1
(1500 Schicksale, (Eo =1 MeV)

Eo = 1,02 MeV)

Tab. 1. Verhiltnis der riickgestreuten Elektronenenergie zur
Einfallsenergie fiir Elektronen von 1,02 MeV (bzw. 1 MeV
experimentell).

Fiir das Verhiltnis der von dem halbunendlich
ausgedehnten  Aluminium-Block zuriickgestreuten
Elektronen einer Energie Tz Ty =0,2 mc? zu den
einfallenden Elektronen (Reflexionskoeffizient) er-
gab sich nach unseren Rechnungen 5,1+0,4%
(Tab. 2).

4 K. A. Wricnr u. J. G. Trume, J. Appl. Phys. 33, 687 [1962].

% In den gemessenen Dosisverteilungen sind die Energiever-
luste durch Anregungen nur teilweise enthalten. Auf die
dadurch bedingte Abweichung der Messungen von den be-
rechneten Kurven kommen wir in der Diskussion zuriick.
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Reflexionskoeffizient (Al) in 9,
kombinierte Monte- | experimentell 44 PERKINS 14
Carlo-Methode (E > 50eV) (Monte-Carlo)
(E = 0,12 MeV)
5,1+ 0,4 7 541
(1500 Schicksale, (1 MeV) (1 MeV)
1,02 MeV)

Tab. 2. Verhiltnis der riickgestreuten Elektronen zu den ein-
gefallenen fiir eine Einfallsenergie von 1 MeV (bzw. 1,02 MeV
in unseren Monte-Carlo-Berechnungen).

ii) Experimentelle Ergebnisse

Dosismessungen: Da fur Elektronen von 1 MeV
die fir die Erzeugung von Bremsstrahlung ver-
brauchte Energie weniger als 1% der Ionisations-
verluste ausmacht, kann man durch Messung der
Ionisation mit einer flachen, zur Einfallsebene par-
allelen Ionisationskammer unmittelbar die Dosis als
Funktion der Eindringtiefe gewinnen 3.

Den Messungen von Hermann 46 haben wir die
Dosisverteilung als Funktion der Eindringtiefe (mg
pro cm?) fiir Elektronen der Einfallsenergien von
1 und 1,1 MeV entnommen. Wegen eines Fehlers in
seiner Absoluteichung muflten wir uns damit be-
gniigen, die gemessenen Kurven bei der Eindring-
tiefe Null an die berechneten anzupassen (Abb. 5).

Aus Relativmessungen von Trump, VAN DE GRAAFF
und Croup 47 fiir die Verteilung der lonisation als
Funktion der Eindringtiefe haben wir die Kurve fiir
1,1 MeV-Elektronen entnommen und in Abb. 5
(unter der gleichen Anpassung) aufgetragen. Trump
u. a.%” haben das Verhiltnis des Stromes an der
Ionisationskammer zum Strom der einfallenden
Elektronen gemessen. Abgesehen von den Unter-
schieden in der maximalen Reichweite und der leich-
ten Verschiebung der maximalen Dosis, stimmen die
Messungen von Hermany 0 und Trump u. a. *7 iiber-
ein.

Reflektierte Energie und Reflexionskoeffizienten:
Fir die pro einfallendes Elektron im Mittel riick-
gestreute Energie wurden fir Einfallsenergien zwi-
schen 20 und 680 keV zahlreiche Messungen durch-
gefiihrt 48 49: 50 wihrend im Bereich zwischen 1 und

46 J. Hermany, Dipl.-Arbeit, Labor f. Techn. Physik, Techn.
Hochschule Miinchen 1960.

47 J. G. Trump, R. L. vax pe Graarr u. R. W. CLoup, Amer. J.
Rontgenology and Rad. 43, 728 [1940].

48 J. O. Braxp, Ann. Phys., Lpz. 26, 609 [1936].

49 H. Kurexkamerr u. W. Spyra, Z. Phys. 137. 416 [1954].

30 W. Borug, Z. Naturforschg. 4 a, 542 [1949].



280

3 MeV fir monoenergetische Elektronen nur die
Experimente von WricHT und Trump #* bekannt sind.
Fir Elektronen von 1 MeV finden WricHT und
Trump, dall die insgesamt rickgestreute Energie
3,6% der eingefallenen Energie betrdgt (Tab.1).
Die Zahl der riickgestreuten Elektronen betrdgt nach
den gleichen Autoren 7% der eingefallenen Elek-
tronen (Tab. 2). Sie zdhlen dabei alle riickgestreuten
Elektronen, deren Austrittsenergie grofler als 50 eV
ist. Auch hierfiir gibt es zahlreiche Messungen zu den
Einfallsenergien zwischen 10 und 340 keV 51755,
wihrend fiir monoenergetische Elektronen hoherer
Energien nur noch die Messungen von Frank %
zwischen 1,7 und 3 MeV bekannt sind.

iii) Diskussion der Ergebnisse

Bei der Riickstreuung ist die Ubereinstimmung
sowohl im Verhiltnis der riickgestreuten Elektronen-
energie zur eingefallenen Energie (Tab. 1) als auch
im Verhiltnis der riickgestreuten Elektronen zu den
eingefallenen (Tab. 2) als befriedigend zu bezeich-
nen. In beiden Fillen diirften die von den Autoren *
gemessenen, etwas hoheren Werte damit zu erklaren
sein, daf} im Experiment alle austretenden Elek-
tronen > 50 eV gezdhlt werden; in den Rechnungen
werden praktisch nur wenige Elektronen erfafit, die
mit einer Energie kleiner als £, =0,126 MeV aus-
treten. Die von Perkins'* durchgefithrte Monte-
Carlo-Rechnung stimmt mit unserem Wert lberein
(Tab. 2) ; er hat allerdings sein Ergebnis nicht wei-
ter kommentiert. Bei der Dosisverteilung (Abb. 5)
betrdgt das Verhaltnis der Dosis an der Oberfliche
zur maximalen in unseren Rechnungen und den
Experimenten % 47 in guter Ubereinstimmung etwa
61+ 2%. Die berechnete maximale Eindringtiefe
(525410 mg/cm?) stimmt mit der von Hermann
gemessenen lberein, wihrend zwischen seinen Mes-
sungen und denen von Trump u.a.?” kleine Ab-
weichungen auftreten. Eine Abweichung der Rech-
nung vom Experiment zeigt sich in der Lage des
maximalen Energieverlustes (Abb. 5). Wahrend das
berechnete Maximum bei 40+ 2% der maximalen
Reichweite liegt, betragt dieser Wert bei Trume
47 etwa 30 und bei HermanN %6 nur etwa 27%.
Aus weiteren Experimenten (fiir Energien = 2 MeV)

u. a.

51 W. Borng, Ann. Phys., Lpz. 6,44 [1949].

52 B. F. J. Scuonranp, Proc. Roy. Soc., Lond. 108, 187 [1924].
53 P. Parcuer, C. R. Acad. Sci., Paris 224, 1492 [1947].

5 J.G.Trume u. R.]J. van pE Graarr, Phys. Rev. 75, 44 [1949].

G. MEISSNER

schlossen Trump, WricHT und Crarki ®7, dal dieses
Maximum fiir schnelle Elektronen weitgehend un-
abhingig von der Einfallsenergie bei etwa 337 der
maximalen Eindringtiefe liegt. Dall mit der Ver-
schiebung des Maximums der lonisationsdichte in
den Experimenten ein steilerer Anstieg der linken
Flanke verbunden ist, konnte durch einen griéfleren
als den berechneten Reflexionskoeffizienten bedingt
sein. Wir haben deshalb die Trumpsche Dosisver-
teilung fiir 1,1 MeV (Abb. 5) graphisch integriert,
wobei wir die Anpassung an der Eindringtiefe Null
und die dadurch bedingten Unsicherheiten natiirlich
beriicksichtigen mufiten. Die Differenz des so erhal-
tenen Wertes gegen die Einfallsenergie sollte die
riickgestreute Energie ergeben. Sie betrdagt 15+ 47
der eingefallenen gegeniiber dem fiir 1 MeV gemes-
senen Wert** von 3,6% und dem von uns berech-
neten von 3,0+£0,1% (Tab.1). Wihrend die um
0.1 MeV hohere Energie nach Messungen von WRIGHT
und Trump** eher einen kleineren Wert (etwa
3,4%) bewirken miilite, liegt der erhaltene Wert
trotz aller Unsicherheiten doch deutlich héher. Als
Ursache fir die Diskrepanz zwischen gemessener und
berechneter Energiebilanz dirften nur noch die in
den Messungen nur teilweise enthaltenen Energie-
verluste durch Anregung in Frage kommen. Eine
quantitative Untersuchung des Einflusses der An-
regungsverluste auf die Dosisverteilung wird deshalb
zur Zeit durchgefiihrt.

5.2 Planparallele Platten

Fir dieselbe Einfallsenergie Ty = 2 m ¢® haben wir
7500 Elektronenschicksale durchgespielt, die senk-
recht auf planparallele Platten auffallen. Die Rechen-
zeit betrug bei einer Foliendicke von 420 mg/cm?
1 h 15 min. Die Dosisverteilungen in diesen zwei-
seitig begrenzten Folien, die Energieverteilungen
nach Durchlaufen der Folien und Transmissionskoef-
fizienten wurden berechnet.

i) Dosisberechnungen fiir
planparallele Platten

Um den Einflull von geometrischen Berandungen
auf die Dosisverteilung zu untersuchen, berechneten
wir die pro Lingeneinheit und Elektron in plan-

55 H. KantEr, Ann. Phys., Lpz. 20,9 [1957].

56 V. H. Fraxk, Z. Naturforschg. 14 a, 247 [1959].

57 J. G. Trume, K. A. Wricnt u. A. M. Crarxke, J. Appl. Phys.
21, 345 [1950].
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Abb. 6. Dosisverteilungen von Elektronen der Einfallsenergie

E,=1,02 MeV, die senkrecht auf Aluminiumschichten ver-

schiedener Dicken ¢ auftreffen. Die Monte-Carlo-Rechnungen

wurden fiir drei verschiedene Folienstarken durchgefiihrt:

—x— t; = 210 mg/cm® (7500 Schicksale), —@— t; =

(halbunendlich ausgedehntes Medium, 1500 Schicksale),
—[J— t,=420 mg/cm? (7500 Schicksale).

parallelen Platten der Dicken: ¢; =210 mg/cm? und
t, =420 mg/cm? absorbierte Energie. In Abb. 6
haben wir diese Dosisverteilungen zum Vergleich
gegen die fiir das halbunendlich ausgedehnte Medium
aufgetragen. Entsprechende Experimente existieren
nicht %8.

Der Abfall der Dosisverteilungen fiir endliche
Foliendicken gegen die fiir das halbunendlich aus-
gedehnte Medium beruht darauf, dafl bei endlichen
Folien alle Elektronen, welche die rechte Berandung
erreichen, nicht mehr in die Folie zuriickgestreut
werden.

i1) Transmissionskoeffizienten fiir
planparallele Platten

Zur Vervollstaindigung der obigen Ergebnisse
haben wir auflerdem den Transmissionskoeffizien-
ten fiir dieselben Folien: ¢; =210 mg/cm® und

Folienstirke : Transmission in %, ‘
(mg/cm2) (7" = 0,126 MeV)
210 86,4 4 0,2 (7500 Schicksale)
420 17,0 4+ 0,3 (7500 Schicksale)

Tab. 3. Transmissionskoeffizienten fiir Elektronen von 2 m ¢
in Aluminium.

58 Am Labor f. Techn. Phys. der Techn. Hochschule Miinchen
werden zur Zeit solche Messungen durchgefiihrt (Dipl.-
Arbeiten: Remnw und Parax).
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ty =420 mg/cm? berechnet (Tab. 3). Fir mono-
energetische Elektronen der betrachteten Energie sind
keine Experimente bekannt.

iii) Energieverteilung fir
planparallele Platten

Die nach unserem Monte-Carlo-Verfahren berech-
neten Histogramme der Energieverteilungen fiir zwei
Folienstiarken ¢, = 157,5 mg/cm?und ¢, = 210 mg/cm?
enthalt die Abb. 7. Um den wahrscheinlichsten

t =157.5mg/cm?

t,=210mg/cm?

Wohrscheinlichkeit W(T,.T,t)

1 1 1
08 1.0 12 14 16 18 T,=20
Energie der Elektronen in Einheiten mc*—

Abb. 7. Energieverteilungen fiir Elektronen von 2 m ¢ (1,02

MeV) nach Durchlaufen der planparallelen Platten von ;=

157,5 mg/cm? und ¢,=210 mg/cm>. Beide Verteilungen wur-

den nach der kombinierten Monte-Carlo-Methode berechnet
(7500 Schicksale).

Energieverlust und die Halbwertsbreite dieser Histo-
gramme zu bestimmen, haben wir flichengleiche,
»glatte Kurven in die Histogramme gelegt. Die Er-
gebnisse sind in Abb. 8 bzw. den Tab. 4 und 5
wiedergegeben. Die Zahlenwerte der Tab. 5 erhilt
man aus den Histogrammen unserer Rechnung
(Abb. 7) durch Faltung mit einer Gauss-Funktion,
deren Halbwertsbreite die experimentelle Anfangs-
breite und das Auflosungsvermogen des Spektro-
meters erfallt 5. Die nach der Laxpauschen Theorie *
berechneten wahrscheinlichsten Energieverluste lie-

59 J. A. McDo~eLL, M. A. Hanson u. P. R. WiLson, Australian
J. Phys. 8,98 [1955].
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Abb. 8. Wahrscheinlichster Energieverlust von Elektronen der
Einfallsenergie E, in Aluminium als Funktion der Folien-

stirke. fir E,=1MeV, O fir E,=1 MeV,
[ fiir E,=1,02 MeV.
Folienstiirke Halbwertsbreite (keV)
(mg/cm?) komb. Monte- Laxpav4
Carlo-Meth. (theoretisch)
157.5 86 52,5
210 123 72,5

Tab. 4. Vergleich der von uns bestimmten Halbwertsbreite der
Energieverteilung von Elektronen (Abb. 7) mit der Laxpav-
schen Theorie 4.

Halbwertsbreite
(in Einheiten Volt der
Folienstirke Diskriminatorspannung)
2

prgen) McDo~NELL

komb. Monte- 0. a.59

Carlo-Meth. (experimentell)

157.5 6,5 6,7 + 0,5
210 9,2 8,7+ 1,0

Tab. 5. Vergleich der gemessenen Halbwertsbreiten der Ener-
gieverteilung von Elektronen in Aluminium mit den aus der
kombinierten Monte-Carlo-Berechnung (Tab. 4) erhaltenen.

gen fiir groflere Foliendicken, ebenso wie die ent-
sprechenden Halbwertsbreiten, zu tief, da dort die
Wegverlangerungen durch Vielfachstreuung im Cou-
LomB-Feld ebenso vernachlassigt wird wie der Einfluf}
der groBen Energieverluste. Die Ubereinstimmung
mit dem Experiment % ist gut.

Abschlielend wollen wir noch die Grenzen des
Modells durch die von uns benutzten Wirkungsquer-

G. MEISSNER

schnitie erlautern. Die Einfallsenergie der Elektronen
sollte eine obere Grenze von etwa 3 MeV und die
Ordnungszahl Z des Streumediums einen Wert 30
nicht tberschreiten. Andernfalls mull man Brems-
strahlung und Dichteeffekte im Streumedium beriick-
sichtigen. Die untere Grenze der Einfallsenergie liegt
bei etwa 0,5 MeV, sonst liegt ein zu grofer Teil des
Elektronenweges in Energiebereichen, in denen der
kohédrente Streuanteil durch die Gitterstruktur so
grol} wird, dal} die Rechnung mit isolierten Atomen
nicht mehr gerechtfertigt ist.

Mein herzlicher Dank gilt Herrn Prof. Dr. H. Maigz-
Lems~xitz und Herrn Privatdozent Dr. T. Serincer fiir
die Anregung zu dieser Arbeit und das stets fordernde
Interesse. Herrn Direktor Dr. Rirter von EURATOM
in Ispra, der es mir erméglichte, an der dortigen IBM-
7090 zu rechnen, und allen Herren von C.E.T.L.S., die
mich wiahrend meines Aufenthaltes in Italien unterstiitz-
ten, insbesondere Herrn Dott. L. Guerri, darf ich herz-
lich dafiir danken.

Anhang

Die Scurépincer-Gleichung

iR W) =HY() (A.1)

unseres Modells fiir die Streuung eines unpolarisierten
Elektrons an dem elektromagnetischen Potential eines
ruhenden, isolierten Atoms enthélt den Hamirton-Ope-
rator

H:Hl‘+H;l+H\\’9 (A2)
wobei:
He=mcf—icfYRV :
freies Dirac-Elektron,
z z 3
RV b ez e
H,= — S i 4 : (A3
' :1 2m ;1 |xfi ;]ixl¥xl! ( )
freies Atom der Ordnungszahl Z,
Hy(x;...x%5;%x,) =—e(@—-fyA):
elektromagnetische Wechselwirkung.

In der stationdren, spinunabhiéngigen Niherung ist
z
eZ 0 e

|xe|

ZW Vi e
A=-) . g
c | xe— x|

i=1

= 24 Toe—m]’
j=1q 1™ )

(A.4)

e: Elementarladung; x;, vi: Orts- und Geschwindig-
keitskoordinaten der Atomelektronen; x.: Ortskoordi-
nate des einfallenden Elektrons; f#=y,,Y : Dirac-Ma-
trizen.
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Den vom Elektron an das Atom iibertragenen Im-
puls bezeichnen wir mit

hn=p,—p (A.5a)
und die iibertragene Energie mit
e=E,—E. (A.5b)

Der Wirkungsquerschnitt fiir die Streuung eines un-
polarisierten Elektrons der Energie E, und des Impul-
ses: Po=h-k, in einem Zustand beliebiger Spinein-
stellung der Energie E und des Impulses: p =h-k
— an einem Atom im Grundzustand — lautet dann in
erster Bornscher Niherung 1?

203 = (zew) (&) 700k (40
4
’ Z Sp { (P*+m C) Yu (P*-I—m C) }'V} S!“’(x’ 8)'
w,v=1

Dabei benutzten wir die Abkiirzungen:
Sur(,8) = 3 T, () TN () (e +Wo—Wa),
& (A7)
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Tkﬂn (%) =0n, no 04, u (A.8)
1 & 3 o -
- Z Z <n0 | ((34 wi= Z i (5[‘14 ) ey n>
J=l =1 ¢
und p*=p(E[c) —Yp*, (A.9)
Voo = [dm (78 )es (a0)

e: ubertragene Energie; W,: Energie des Atoms im
Grundzustand |n,), W,: im angeregten Zustand |n) .
Die Auswertung der Spur ergibt *

Sp{p*+mc) yu(p*+mec) p.}

; E,E
= % [(m2 62_ B 22" POP) (S‘u)'

(A.11)

4
-+ Z (po(") p(l) +p(") po(l)) 6;“, 6;# .
x>, A=1

+1, fir u=v=4,
—1, fir u=»r=1,2,3.

* p)=E/c und 8,,— {



